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Let G be a finite group. The main result of this note shows that the reduced
chain complex of an acyclic finite dimensional simplicial G-complex is a split acyclic
complex of G-modules.
The proof requires the extension of well known results on finitely generated p-
permutation modules to arbitrary p-permutation modules. The key is a theorem
stating that a bounded complex of p-permutation modules is split acyclic if and
only if all its Brauer quotients are acyclic. © 1999 Academic Press
Key Words: acyclic simplicial complex split Brauer quotient permutation module.
1. INTRODUCTION
Soit G un groupe fini. Un G-complexe simplicial est un complexe simpli-
cial dote´ d’une action de G pre´servant sa structure simpliciale. Si X est un
G-complexe simplicial, l’action de G est dite admissible si pour tout sim-
plexe s de X, le stabilisateur de s dans G fixe s point par point. On peut
toujours se ramener a` une action admissible, quitte a` remplacer X par sa
subdivision barycentrique.
Lorsque l’action de G est admissible, le complexe de chaˆınes C∗X est
un complexe de G-modules de permutations. Les groupes d’homologie
de C∗X sont note´s HiX; ou HiX. Ce sont les groupes d’homologie
(entie`re) de X.
Le complexe de chaˆınes re´duit C˜∗X est le complexe C∗X, auquel on
rajoute un terme C−1X = , la diffe´rentielle d0 envoyant chaque point
de X (ou 0-simplexe) sur 1 ∈ . Les groupes d’homologie H˜iX de ce
complexe sont les groupes d’homologie re´duits de X.
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Le complexe simplicial X est dit acyclique si HiX = 0 pour i ≥ 1 et si
H0X = . Il revient au meˆme de dire que tous les groupes d’homologie
re´duits de X sont nuls.
Le but de cette note est de de´montrer le the´ore`me suivant:
The´ore`me 1.1. Soit G un groupe fini agissant de manie`re admissible sur
un complexe simplicial X acyclique de dimension finie. Alors le complexe de
chaˆınes re´duit de X est un complexe acyclique et scinde´ de G-modules.
Pour de´montrer ce the´ore`me, je montre que le complexe p ⊗ C˜∗X est
un complexe acyclique scinde´ de pG-modules pour tout nombre premier
p. La conside´ration d’un p-sous-groupe de Sylow de G permet alors de se
ramener au cas ou` G est un p-groupe, et d’utiliser le the´ore`me suivant, du
a` Smith:
The´ore`me 1.2 (Smith [4]). Soit p un nombre premier, et P un p-groupe
fini agissant de mani`ere admissible sur un complexe simplicial X acyclique
modulo p (i.e., p-acyclique) de dimension finie. Alors l’ensemble XP des
points fixes de P sur X est un sous-complexe simplicial de X, et XP est acy-
clique modulo p.
Dans toute la suite, je note p un nombre premier et k un corps de
caracte´ristique p. Le second ingre´dient de la preuve est alors la notion
de module de p-permutations: un kG-module de p-permutations est par
de´finition un module isomorphe a` un facteur direct d’un kG-module de
permutations.
Les modules de p-permutations se comportent bien vis-a`-vis de la con-
struction de Brauer: si M est un kG-module et H est un sous-groupe de
G, le quotient de Brauer MH est de´fini par
MH =MH
. X
K⊂H
TrHKM
K

;
ou` la somme porte sur les sous-groupes propres de H, et TrHK x MK →MH
est l’application de trace relative de´finie par
TrHK m =
X
x∈H/K
xm:
Le point crucial est alors le the´ore`me suivant:
The´ore`me 1.3. Soit k un corps de caracte´ristique p > 0 et G un
groupe fini. Si f x L → M est un morphisme entre deux kG-modules de
p-permutations, les conditions suivantes sont e´quivalentes:
1. Le morphisme f est une injection directe.
2. Pour tout p-sous-groupe P de G, le morphisme f Px LP →MP
est injectif.
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De meˆme, les conditions suivantes sont e´quivalentes:
1. Le morphisme f est une surjection scinde´e.
2. Pour tout p-sous-groupe P de G, le morphisme f Px LP →MP
est surjectif.
Ce the´ore`me est de´ja` de´montre´ dans [2] pour des modules M et N de
type fini. La de´monstration donne´e ici est inde´pendante, et s’applique a`
des modules quelconques.
2. PREUVE DU THE´ORE`ME 1.3
2.1. Modules de permutations
De´finition 2.1. Soit G un groupe fini et k un corps. Un kG-module
de permutations est par de´finition un kG-module admettant une k-base
stable par G. Si X est une telle base, alors X est un G-ensemble, et M est
isomorphe au kG-module kX.
Si H-est un sous-groupe de G, un kG-module de permutations M sera
dit H-isotypique si M admet une base X stable par G telle que pour tout
x ∈ X, le stabilisateur Gx de x dans G soit conjugue´ de H dans G. Une
telle base sera appele´e base H-isotypique de M . Si M est H-isotypique,
alors M est isomorphe a` une somme directe de copies du module IndGHk.
Si M est un kG-module et K est un sous-groupe de G, je note MK
l’ensemble des points fixes de K sur M , et MK l’ensemble des coinvariants
de K sur M , de´fini comme le quotient de M par le sous-espace engendre´
par les km−m, pour k ∈ K et m ∈M . En d’autres termes,
MK = H0K;M MK = H0K;M:
Les modules MK , MK , et MK ont une structure naturelle de module
pour le normalisateur NGK de K dans G, et meˆme pour le groupe
NGK/K. Les constructions qui a` M font correspondre MK , MK et MK
sont des foncteurs de la cate´gorie des kG-modules dans la cate´gorie des
kNGK/K-modules: si f x M → N est un morphisme de kG-modules, je
noterai fK , fK , et f K les images de f par chacun des ces foncteurs.
Lemme 2.2. Soit k un corps de caracte´ristique p > 0 et P un p-groupe.
Soit M un kP-module de permutations et X une k-base de M stable par P .
Alors:
1. Si Q est un sous-groupe de P , les modules MQ et MQ sont isomorphes
comme kNPQ-modules a` kQ\X.
2. Si Q est un sous-groupe de P , le module MQ est isomorphe comme
kNPQ-module a` kXQ.
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De´monstration. Il est clair que MQ admet une k-base forme´e des
e´le´ments
sω =
X
x∈ω
x;
ou` ω de´crit l’ensemble Q\X des orbites de Q sur X. Le groupe NPQ
permute ces orbites, et la base obtenue est stable par NPQ.
De meˆme, on obtient une k-base de MQ en choisissant un e´le´ment xω
dans chaque orbite de Q sur X et en prenant l’image des xω dans MQ. A
nouveau, la base obtenue est stable par NPQ. D’ou` la premie`re assertion.
Soit Qω le stabilisateur de xω dans Q. AlorsX
x∈ω
x = TrQQωxω:
L’image de cet e´le´ment dans MQ est nulle si Qω 6= Q, c’est-a`-dire si ω
n’est pas re´duite a` un point. Donc les images des points de XQ dans MQ
engendrent MQ sur k.
Elles sont de plus line´airement inde´pendantes sur k: en effet, siX
x∈XQ
axx =
X
R⊂Q
TrQRmR
avec ax ∈ k et mR ∈ MR, alors comme mR est combinaison line´aire de
vecteurs TrRRy y, il en re´sulte que Tr
Q
RmR est combinaison line´aire de
vecteurs TrQRy y. Or
TrQRy y = Tr
Q
Qy
Tr
Qy
Ry
y = Qy xRyTrQQy y
est nul si Qy 6= Ry . Et si Qy = Ry , alors Qy est un sous-groupe de R, donc
un sous-groupe propre de Q. Finalement la somme
P
x∈XQ axx est e´gale a`
une combinaison line´aire d’e´le´ments de la forme TrQQy y, pour des y tels
que Qy 6= Q. Comme X est une base, cela entraˆıne
P
x∈XQ axx = 0.
Donc l’image de XQ dans MQ est une base de MQ, stable par
NPQ.
2.2. Modules de permutations Q-isotypiques
Lemme 2.3. Soient Q ⊆ P des p-groupes, et L et M des kP-modules de
permutations Q-isotypiques. Si f x L→M est un morphisme de kP-modules,
alors les morphismes f P et fP ont meˆme matrice dans des bases convenables.
De´monstration. Soit X (resp. Y ) une k-base Q-isotypique de L (resp.
de M) Pour chaque orbite ω ∈ P\X, il existe un point xω de ω dont le
stabilisateur Pxω est e´gal a` Q: en effet, si x ∈ X et g ∈ P , le stabilisateur
de Pgx est e´gal a` gPx = gPxg−1.
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Je suppose de meˆme choisi un e´le´ment yω′ de ω′ de stabilisateur e´gal a`
Q pour chaque orbite ω′ de P sur Y .
Alors LP (resp. MP) admet pour base sur k les images des xω (resp. les
images des yω′).
Le morphisme f x L → M s’exprime dans les bases X et Y par une
matrice m indexe´e par Y ×X, de´finie par
f x = X
y∈Y
my; xy ∀x ∈ X:
Pour chaque x ∈ X, il n’y a qu’un nombre fini de y ∈ Y tels que my; x 6= 0.
De plus, le morphisme f est un morphisme de kP-modules si et seule-
ment si la matrice m est P-invariante, i.e., si
mgy; gx = my; x ∀x ∈ X; ∀y ∈ Y; ∀g ∈ P:
La matrice m permet d’exprimer les matrices des morphismes f P et fP : si
ω ∈ P\X, alors
f
 X
x∈ω
x

= X
x∈ω
X
y∈Y
my; xy: (1)
Il en re´sulte qu’en identifiant la base de LP forme´e des e´le´ments
P
x∈ω x
pour ω ∈ P\X, avec P\X, et en identifiant la base de MP forme´e desP
y∈ω′ y, pour ω′ ∈ P\Y , avec P\Y , la matrice mP de f P est donne´e par
mPω′;ω = X
x∈ω
myω′; x:
En effet mPω′;ω est le coefficient de yω′ dans le second membre de (1).
Cette somme peut aussi s’e´crire
mPω′;ω = X
g∈P/Q
myω′; gxω:
Le groupe Q ope`re a` gauche sur l’ensemble P/Q, et la fonction
ϕx g ∈ P/Q 7→ myω′; gxω
est invariante par cette action: en effet pour h ∈ Q,
ϕhg = myω′; hgxω = mh−1yω′; gxω = myω′; gxω
puisque m est invariante par P et puisque Q fixe yω′ . Il en re´sulte que
mPω′;ω = X
g∈Q\P/Q
Q xQ ∩ gQmyω′; gxω
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et je peux me contenter de sommer sur g ∈ NPQ/Q. Finalement
mPω′;ω = X
g∈NP Q/Q
myω′; gxω:
De manie`re analogue, la matrice mP de fP dans les bases forme´es des xω
et yω′ s’obtient en calculant
f xω =
X
y∈Y
my; xωy
et en regroupant au second membre les termes correspondant a` une orbite
ω′ donne´e, qui ont meˆme image que yω′ dans MP . Alors
mPω′;ω =
X
y∈ω′
my; xω =
X
g∈P/Q
mgyω′; xω:
Le meˆme raisonnement que ci-dessus montre qu’il suffit de sommer sur les
g dans NPQ/Q, et alors
mPω′;ω =
X
g∈NP Q/Q
mgyω′; xω:
En changeant g en g−1 dans cette somme, et en utilisant l’invariance de m
par P , il vient
mPω′;ω = mPω′;ω
ce qui prouve le lemme.
Corollaire 2.4. Soient Q ⊆ P des p-groupes, et L et M des kP-modules
de permutations Q-isotypiques. Alors les morphismes
f ∈ HomPL;M 7→ f P ∈ HomkLP;MP
f ∈ HomPL;M 7→ fP ∈ HomkLP;MP
sont surjectifs.
De´monstration. Ce corollaire peut se de´montrer inde´pendamment du
lemme 2.3, en se ramenant d’abord au cas ou` L ' IndPQk, et en utilisant
le fait que les foncteurs de points fixes et de co-invariants commutent aux
sommes directes. La de´monstration du lemme 2.3 permet d’expliciter le
raisonnement: avec les notations pre´ce´dentes, soit ϕx LP → MP un k-
morphisme. En identifiant les bases de LP et MP avec P\X et P\Y res-
pectivement, le morphisme ϕ s’exprime par une matrice µ indexe´e par
P\Y  × P\X, sous la forme
ϕω = X
ω′∈P\Y
µω′;ωω′:
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La matrice µ est telle que pour tout ω, il n’y a qu’un nombre fini de ω′
tels que µω′;ω 6= 0.
Je de´finis alors une matrice m, indexe´e par Y × X, en posant pour
y; x ∈ Y ×X,
my; x =
8><>:
µω′;ω si ∃g ∈ P; ∃ω′ ∈ P\Y;
∃ω ∈ P\X;gy = yω′; gx = xω
0 sinon.
Alors my; x est bien de´fini, car les e´galite´s gx = xω et gy = yω′
de´terminent ω et ω′ sans ambigu¨ite´ lorsqu’un tel g ∈ P existe.
De plus, la matrice m ainsi obtenue est clairement invariante par P .
Enfin, si x ∈ X est donne´, et si my; x 6= 0, alors il existe g ∈ P et des
orbites ω′ ∈ P\Y et ω ∈ P\X tels que gx = xω et gy = yω′ , et µω′;ω 6=
0. Alors ω est l’orbite de x, et y est dans la re´union des orbites ω′ telles
que µω′;ω 6= 0. Ces orbites sont en nombre fini, et de cardinal fini. Donc
il n’y a qu’un nombre fini de y ∈ Y tels que my; x 6= 0, et la matrice m
de´finit un morphisme de kP-modules f de L dans M .
La matrice mP de f P se calcule alors par
mPω′;ω = X
g∈NP Q/Q
myω′; gxω:
Le coefficient myω′; gxω vaut µω′1;ω1 s’il existe g1 ∈ P tel que
g1yω′ = yω′1 g1gxω = xω1 :
Ces e´galite´s e´quivalent a`
ω1 = ω ω′1 = ω′ g1yω′ = yω′ g1gxω = xω:
Alors g1 fixe yω′ , donc g1 ∈ Q. Et comme g1g fixe xω, j’ai g1g ∈ Q, donc
g ∈ Q. Finalement
mPω′;ω = myω′; xω = µω′;ω:
Donc f P = ϕ et le morphisme f 7→ f P est surjectif. Comme f P et fP ont
meˆme matrice dans des bases convenables, il en re´sulte que le morphisme
f 7→ fP est lui aussi surjectif.
Lemme 2.5. Soient Q ⊆ P des p-groupes, et L et M des kP-modules de
permutations Q-isotypiques. Soit de plus f x L → M un morphisme de kP-
modules. Alors:
1. Les conditions suivantes sont e´quivalentes:
(a) Le morphisme f est une injection directe.
(b) Le morphisme f est injectif.
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(c) Le morphisme f P est injectif.
(d) Le morphisme fP est injectif.
2. De meˆme, les conditions suivantes sont e´quivalentes:
(a) Le morphisme f est une surjection scinde´e.
(b) Le morphisme f est surjectif.
(c) Le morphisme f P est surjectif.
(d) Le morphisme fP est surjectif.
De´monstration. Soit X (resp. Y ) une base Q-isotypique de L (resp. de
M). Pour chaque orbite ω ∈ P\X, je suppose choisi xω ∈ ω de stabilisateur
e´gal a` Q. Je suppose de meˆme choisi un e´le´ment yω′ de ω′ de stabilisateur
e´gal a` Q pour chaque orbite ω′ de P sur Y .
Alors LP (resp. MP) admet pour base sur k les images des xω (resp. les
images des yω′).
Il est clair que les conditions (a) ci-dessus entraˆınent les conditions (b),
(c), et (d) correspondantes. De plus, puisque fP et f P ont meˆme matrice
dans des bases convenables, les conditions (c) et (d) sont e´quivalentes.
Enfin il est clair que 1(b) entraˆıne 1(c), car le foncteur M 7→MP est exact
a` gauche, et que 2(b) entraˆıne 2(d) car le foncteur M 7→ MP est exact a`
droite.
A pre´sent, si f P est injectif, alors c’est une injection directe de k-espaces
vectoriels, et il existe α ∈ HomkMP;LP tel que α ◦ f P = IdLP . Le corol-
laire 2.4 montre alors qu’il existe a ∈ HomPM;L tel que aP = α. Alors
a ◦ f P = IdLP , donc a ◦ f P = IdLP .
En particulier, le morphisme a ◦ f P est injectif et le morphisme a ◦ f P
est surjectif. Comme le foncteur L 7→ LP est exact a` gauche, il en re´sulte
que Kera ◦ f P = 0. Et comme le foncteur L 7→ LP est exact a` droite, il en
re´sulte que Cokera ◦ f P = 0. Alors Kera ◦ f  et Cokera ◦ f  sont tous
deux nuls par un re´sultat classique (lemme 4 du chapitre IX de [3]). Donc
a ◦ f est un isomorphisme et f est une injection directe. D’ou` l’e´quivalence
des conditions 1(a), 1(b), 1(c), et 1(d).
De meˆme si fP est surjectif, alors c’est une surjection scinde´e de k-
espaces vectoriels, et une section de fP se rele`ve en un morphisme b de
kP-modules de M dans L tel que f ◦ bP = IdMP . Alors f ◦ bP = IdMP ,
et le meˆme raisonnement montre que f ◦ b est un isomorphisme, donc que
f est une surjection scinde´e. D’ou` l’e´quivalence des conditions 2(a), 2(b),
2(c), et 2(d).
Si M est un kP-module et Q est un sous-groupe de P , le morphisme de
projection MQ →MQ s’appelle morphisme de Brauer et il est note´ BrQ.
Lemme 2.6. Soient Q ⊆ P des p-groupes finis, et M un kP-module de
permutations Q-isotypique. Alors le morphisme de Brauer induit par restriction
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un isomorphisme
MP →MQNP Q:
De´monstration. Soit X une k-base de M , stable par P , et telle que pour
tout x ∈ X, le stabilisateur de x dans P soit conjugue´ de Q.
Alors MP admet pour base les e´le´ments
P
x∈ω x, pour ω ∈ P\X. Il est
clair d’autre part que le morphisme de Brauer envoie MP dans MQNP Q:
plus pre´cise´ment, en identifiant MQ avec le module kXQ
BrQ
 X
x∈ω
x

= X
x∈ω∩XQ
x:
Or ω ∩ XQ est non-vide, puisque chaque orbite ω contient un point de
stabilisateur e´gal a` Q. Et si x et x′ sont deux points de ω ∩XQ, comme
les stabilisateurs de x et x′ sont conjugue´s de Q et contiennent Q, ils sont
e´gaux a` Q. De plus il existe g ∈ P tel que gx = x′. Alors gPx = Px′ , donc g
normalise Q. En d’autres termes, l’ensemble ω ∩XQ est e´gal a` une orbite
de NPQ sur XQ.
Alors si ω′ est l’orbite de x ∈ XQ par NPQ et si ω est l’orbite de x par
P , il est clair que
BrQ
 X
x∈ω
x

= X
x∈ω′
x
et le morphisme qui envoie
P
x∈ω′ x sur
P
x∈ω x est l’inverse de la restriction
de BrQ a` MP .
2.3. Modules de p-permutations
Lemme 2.7. SoitG un groupe fini et M un kG-module de p-permutations.
Si Q GR sont des p-sous-groupes de G, alors le morphisme
MR
ResMRBrQ→ MQR BrR/Q→ MQR/Q
induit un isomorphisme de kNGQ;R-modules
ResNGQ;RMR
piQ;R→ MQR/Q:
De´monstration. Je dois d’abord montrer que le morphisme en question
passe au quotient MR de MR. Or si m ∈ MR est dans le noyau de BrR,
alors m est combinaison line´aire d’e´le´ments de la forme TrRS mS, ou` mS ∈
MS . Je peux de plus supposer R x S = p, donc S GR. Alors si Q 6⊆ S,
comme
ResRQTr
R
S mS = TrQQ∩SResSQ∩SmS
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l’image de TrRS mS dans MQ est nulle. Et si Q ⊆ S, alors il est clair que
BrQTr
R
S mS = TrR/QS/Q BrQmS
dont l’image par BrR/Q est nulle. J’ai donc bien un morphisme piQ;R de
MR dans MQR/Q, qui est clairement un morphisme de kNGQ;R-
modules.
Si M est un module de permutations, ayant une k-base G-stable X,
alors en identifiant MR avec kXR et MQ avec kXQ, le module
MQR/Q s’identifie a` k

XQR

, c’est-a`-dire kXR, et avec ces iden-
tifications, le morphisme piQ;R est l’identite´.
Si M est un module de p-permutations, alors il existe un module de per-
mutations L et un sous-module M ′ de L tels que L = M ⊕M ′. Le lemme
re´sulte alors des remarques pre´ce´dentes, et du diagramme commutatif
MR ⊕M ′R LR
MQR/Q ⊕M ′QR/Q LQR/Q
-'
?
piQ;R⊕pi ′Q;R
?
piQ;R
-
'
ou` les fle`ches horizontales et la fle`che verticale de droite sont des isomor-
phismes. La fle`che de gauche est alors un isomorphisme, et piQ;R et pi
′
Q;R
aussi.
Corollaire 2.8. Soit Q un sous-groupe de G, maximal tel que MQ 6=
0. Alors MQ est un kNGQ/Q-module projectif.
De´monstration. En effet, si MQ 6= 0, alors Q est un p-groupe, car si
S est un p-Sylow de Q, et si m ∈MQ, alors
m = 1Q x STr
Q
S m:
Et si Q est maximal tel que L =MQ 6= 0, alors pour tout p-sous-groupe
non-trivial R/Q de NPQ/Q, j’ai LR/Q = 0. Une re´currence imme´diate
montre alors que
LR/Q = TrR/Q1 L:
Alors si P = R/Q est un p-Sylow du groupe H = NGQ/Q, comme
Hˆ0P;L = 0, le the´ore`me 5 du chapitre IX de [3] montre que L est un
kP-module libre. Il est alors bien connu que L est un kH-module projectif
(car un morphisme de kH-modules admet une section si et seulement si sa
restriction a` P en admet une).
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Lemme 2.9. Soit P un p-groupe fini, soit L un kP-module libre, et soit
M un kP-module de permutations admettant une k-base X stable par P telle
que pour tout x ∈ X, le stabilisateur Px de x dans P soit non-trivial. Alors si
f x L → M est un morphisme de kP-modules, le morphisme f P est nul. De
meˆme, si f ′x M → L est un morphisme de kP-modules, alors f ′P=0.
De´monstration. Comme L est un module libre, c’est un kP-module de
permutations admettant une k-base X stable par P , sur laquelle P agit
librement. Soit Y une base stable de M ve´rifiant l’hypothe`se du lemme. Si
f x L→M est un morphisme, ayant pour matrice m dans les bases X et Y ,
et si ω est une orbite de P sur X, alors
f
 X
x∈ω
x

= X
x∈ω
X
y∈Y
my; xy:
Soit xω ∈ ω. La somme ci-dessus s’e´crit aussi
f
 X
x∈ω
x

= X
g∈P
X
y∈Y
my; gxωy =
X
g∈P
X
y∈Y
mg−1y; xωy = · · ·
= X
y∈Y
X
g∈P/Py
Py mgy; xωy:
Cette dernie`re somme est nulle puisque pour tout y ∈ Y , le groupe Py est
non-trivial. D’ou` la premie`re assertion.
De meˆme, soit f ′x M → L un morphisme de kP-modules de matrice m′
dans les bases X et Y . Soit xωω∈P\X (resp. yω′ ω′∈P\Y ) un syste`me de
repre´sentants des orbites de P sur X (resp. sur Y ). La matrice de fP dans
les bases de MP et LP forme´es des images des xω et des yω′ est donne´e
comme dans la de´monstration du lemme 2.3 par
mPω;ω′ =
X
g∈P
mgxω; yω′  =
X
g∈P
mxω; g−1yω′  = · · ·
= X
g∈P/Pyω′
Pyω′ mxω; gyω′ :
Elle est donc e´galement nulle, puisque Pyω′ 6= 1 pour tout ω′.
2.4. Un cas particulier du the´ore`me
Proposition 2.10. Soient Q ⊆ P des p-groupes. Soit L un kP-module de
permutations Q-isotypique et M un kP-module de permutations.
1. Soit f x L→ M un morphisme de kP-modules. Les conditions suiv-
antes sont e´quivalentes:
(a) Le morphisme f est une injection directe.
(b) Le morphisme f Q est injectif.
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2. Soit f ′x M → L un morphisme de kP-modules. Les conditions suiv-
antes sont e´quivalentes:
(a) Le morphisme f ′ est une surjection scinde´e.
(b) Le morphisme f ′Q est surjectif.
De´monstration. Soit Y une k-base P-stable de M . Alors Y est re´union
disjointe de l’ensemble Y0 des points dont le stabilisateur est conjugue´ de Q,
de l’ensemble Y+ des points dont le stabilisateur contient strictement Q a`
conjugaison pre`s dans P , et d’un ensemble Y−. Le module M se de´compose
en M =M0 ⊕M+ ⊕M−, ou`
M0 =
X
y∈Y0
ky M+ =
X
y∈Y+
ky M− =
X
y∈Y−
ky:
Comme L est Q-isotypique, le module LQ est un kNPQ/Q-module
libre (par le corollaire 2.8 car tout kNPQ/Q-module projectif est li-
bre puisque NPQ/Q est un p-groupe, ou plus simplement ici puisque
NPQ/Q ope`re librement sur la base stable naturellement associe´e a` une
base P-stable de L), et il en est de meˆme de M0Q. Comme Q n’a pas
de point fixe sur Y−, il en re´sulte que M−Q = 0. Le module M+Q ad-
met quant a` lui une k-base NPQ/Q-stable, dont tous les points ont un
stabilisateur non-trivial dans NPQ/Q, car ce sont les points fixes de Q
sur Y+.
Soit alors f x L → M un morphisme de kP-modules, que je peux
repre´senter par
f =
0B@ f0f+
f−
1CA
conforme´ment a` la de´composition M =M0 ⊕M+ ⊕M−.
Il est clair que si f est une injection directe, alors f Q est injectif.
Inversement, si f Q est injectif, alors il en est de meˆme de
f QNP Q =

f0QNP Q
f+QNP Q

x LQNP Q →M0QNP Q ⊕M+QNP Q:
Mais le morphisme f+QNP Q de LQNP Q dans M+QNP Q est nul
par le lemme 2.9. Donc le morphisme f0QNP Q de LQNP Q dans
M0QNP Q doit eˆtre injectif. Alors j’ai le diagramme commutatif
LP M
P
0
LQNP Q M0QNP Q
-f
P
0
?
BrQ
?
BrQ
-
f0QNP Q
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Les fle`ches verticales de ce diagramme sont des isomorphismes par le
lemme 2.6. La fle`che horizontale du bas est injective. Il en est donc de
meˆme de celle du haut. Alors f P0 est injectif, donc f0 est une injection di-
recte par le lemme 2.5. Il en re´sulte que f est une injection directe, ce qui
de´montre l’assertion 1 de la proposition.
Soit a` pre´sent f ′x M → L un morphisme de kP-modules, repre´sente´ par
f ′ = f ′0; f ′+; f ′−
conforme´ment a` la de´composition M =M0 ⊕M+ ⊕M−.
Il est clair que si f ′ est une surjection scinde´e, alors f ′Q est surjectif.
Inversement, si f ′Q est surjectif, il en est de meˆme de f ′QNP Q, que je
peux repre´senter par
f ′QNP Q =

f ′0QNP Q; f ′+QNP Q

:
Le morphisme f ′+QNP Q est nul par le lemme 2.9. Donc f ′0QNP Q est
surjectif, et il en est de meˆme par le lemme 2.5 du morphisme f ′0QNP Q.
Alors le diagramme commutatif
MP0 L
P
0
M0QNP Q L0QNP Q
-f
′P
0
?
BrQ
?
BrQ
-
f ′0QNP Q
montre que f
′P
0 est surjectif. Un nouvelle application du lemme 2.5 montre
que f ′0 est une surjection scinde´e, ce qui prouve l’assertion 2 de la proposi-
tion.
2.5. Modules de p-permutations pour les p-groupes
Lemme 2.11. Soit P un p-groupe. Alors tout kP-module de p-permuta-
tions est un module de permutations.
De´monstration. Ce re´sultat est classique pour les modules de type fini.
Le cas ge´ne´ral est une conse´quence du the´ore`me de Crawley, Jonsson, et
Warfield (cf. [1, Corollary 26.6]), qui entraˆıne que tout facteur direct d’une
somme directe
L
i∈I Xi de kP-modules inde´composables de dimension finie
sur k est isomorphe a`
L
i∈J Xi, pour un sous-ensemble convenable J de I.
Pour e´viter de recourir a` ce the´ore`me, j’indiquerai la de´monstration
e´le´mentaire suivante:
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Soit M un kP-module de p-permutations. Je proce`de par re´currence sur
le nombre de sous-groupes Q de P tels que MQ 6= 0. Si ce nombre est
nul, alors M = 0, et le re´sultat est vrai.
Sinon, soit Q un sous-groupe maximal de P tel que MQ 6= 0. Alors
MQ est un kNPQ/Q-module projectif par le corollaire 2.8. Donc c’est
un kNPQ/Q-module libre, puisque NPQ/Q est un p-groupe (cf. [3,
The´ore`me 5, chapitre IX] ). Il en re´sulte en particulier que
MQNP Q = TrNP Q/Q1 MQ = TrNP QQ MQ:
Soient mjj∈J des e´le´ments de MQ tels que les e´le´ments TrNP QQ BrQmj
forment une k-base de MQNP Q. Chaque e´le´ment mj de´finit un mor-
phisme µj de Ind
P
Qk dans M par
µjg⊗ 1 = gmj:
Ce morphisme envoie le ge´ne´rateur
P
g∈P/Q g⊗ 1 de IndPQkP sur l’e´le´mentP
g∈P/Q gmj = TrPQmj ∈MP . Par la formule de Mackey,
ResPQTr
P
Qmj =
X
x∈Q\P/Q
TrQQ∩xQxmj;
il en re´sulte que
BrQTr
P
Qmj =
X
x∈NP Q/Q
xmj = TrNP QQ BrQmj:
Alors soit A la somme directe indexe´e par J de copies de IndPQk, et µx A→
M la somme directe des µj . Par construction le morphisme µQNP Q est
un isomorphisme. Il en est donc de meˆme du morphisme µQ, par le
lemme 2.5. Soit i une injection directe de M dans un kP-module de per-
mutations L. Alors par la proposition 2.10, le morphisme i ◦ µ est une
injection directe, admettant une section s. Alors σ = s ◦ i est une section
de µ, qui est donc une injection directe. Alors l’application
µσ
1− µσ

x M → µσM ⊕ 1− µσM
est un isomorphisme, qui compose´ avec µ donne le morphisme
ν =

µ
0

x A→ µσM ⊕M ′;
ou` M ′ = 1 − µσM. Alors νQ = (µQ0  doit eˆtre un isomorphisme,
ce qui montre que M ′Q = 0. De plus, les applications µ et σ sont des
isomorphismes inverses l’un de l’autre entre A et µσM. Donc µσM est
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un kP-module de permutations (Q-isotypique). De plus M ′ est un facteur
direct de M , donc c’est un kP-module de p-permutations. Mais l’ensemble
des sous-groupes R de P tels que M ′R 6= 0 est strictement contenu dans
l’ensemble des R tels que MR 6= 0: il en en effet clairement contenu dans
cet ensemble, puisque M ′ est facteur direct de M , et de plus M ′Q = 0.
L’hypothe`se de re´currence montre alors que M ′ est un kP-module de per-
mutations. Alors M est somme directe de deux modules de permutations:
c’est donc un module de permutations, ce qui prouve le lemme.
2.6. De´monstration du the´ore`me 1.3
Soit G un groupe fini et f x L → M un morphisme entre kG-modules
de p-permutations. Il est clair que si f est une injection directe (ou une
surjection scinde´e), il en est de meˆme de f Q pour tout sous-groupe Q
de G.
Inversement, si f Q est injectif pour tout p-sous-groupe Q de G, je dois
montrer que f est une injection directe. Il suffit pour cela que la restriction
de f a` un p-Sylow P de G soit une injection directe: en effet, si a est un
morphisme de kP-modules de M dans L tel que a ◦ f = IdL, alors
TrGP a ◦ f  = TrGP a ◦ f = G xPIdL
et il en re´sulte que le quotient de TrGP a par G xP est une section de f
qui commute a` l’action de G.
Je peux donc supposer que G = P est un p-groupe, auquel cas L et M
sont des kP-modules de permutations par le lemme 2.11. Soient X et Y
des k-bases P-stables de L et M respectivement.
Je raisonne par re´currence sur le nombre de sous-groupes Q de P tels
que LQ 6= 0 (i.e., XQ 6= Z). Si ce nombre est nul, alors L = 0, et f x 0→
M est une injection directe.
Sinon, soit Q maximal dans P tel que LQ 6= 0. Alors X est re´union dis-
jointe de l’ensemble X0 des x ∈ X dont le stabilisateur dans P est conjugue´
de Q, et d’un ensemble X−. Alors L = L0 ⊕L−, ou` L0 est le k-sous-espace
engendre´ par X0 et L− est le k-sous-espace engendre´ par X−.
De manie`re analogue, l’ensemble Y est re´union disjointe de l’ensemble
Y0 des e´le´ments dont le stabilisateur dans P est conjugue´ de Q, de
l’ensemble Y+ des e´le´ments dont le stabilisateur contient strictement un
conjugue´ de Q dans P , et d’un ensemble Y−. Soient M0, M+, et M− les
k-sous-espaces de M engendre´s par Y0, Y+, et Y− respectivement. Alors
M =M0 ⊕M+ ⊕M−.
Le morphisme f = L0 ⊕L− →M0 ⊕M+ ⊕M− peut eˆtre repre´sente´ par
f =
0B@ r st u
v w
1CA:
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Il est clair que L−Q =M−Q = 0, et le morphisme
f Qx LQ = L0Q →MQ =M0Q ⊕M+Q
est repre´sente´ par
f Q =

rQ
tQ

:
Ce morphisme est injectif par hypothe`se, donc il en est de meˆme du
morphisme f QNP Q. De plus L0Q est un kNPQ/Q-module libre et
M+Q admet une base stable par NPQ/Q telle que le stabilisateur de
chaque e´le´ment dans NPQ/Q soit non-trivial. Le lemme 2.9 permet de
conclure que tQNP Q = 0, et alors rQNP Q doit eˆtre injectif. Alors le
lemme 2.5 montre que rQ est injectif, et la proposition 2.10 permet de
conclure que r est une injection directe de L0 dans M0.
Soit donc βx M0→L0 un morphisme de kG-modules tel que β ◦ r=
IdL0 et soit f
′ le morphisme de M dans L de´fini conforme´ment aux
de´compositions L = L0 ⊕ L− et M =M0 ⊕M+ ⊕M− par
f ′ =

β 0 0
0 0 0

:
Alors soit
e = f ′ ◦ f =

IdL0 βs
0 0

:
Soit de plus e0 l’endomorphisme
e0 =

IdL0 0
0 0

de L, c’est-a`-dire la projection sur L0. Des calculs e´le´mentaires montrent
que
e ◦ e = e e ◦ e0 = e0 e0 ◦ e = e:
Il en re´sulte que e et e0 sont des idempotents qui ont la meˆme image L0.
De plus l’application
l ∈ L− 7→
 −βsl
l

est un isomorphisme de L− sur le noyau de e. Soit d’autre part
e′ = f ◦ f ′ =
0B@ rβ 0 0tβ 0 0
vβ 0 0
1CA
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et e′0 l’endomorphisme de M de´fini par
e′0 =
0B@ rβ 0 00 0 0
0 0 0
1CA
c’est-a`-dire le projecteur sur l’image de l’idempotent rβ. Des calculs non
moins e´le´mentaires montrent que
e′ ◦ e′ = e′ e′0 ◦ e′ = e′0 e′ ◦ e′0 = e′:
Il en re´sulte que e′ et e′0 sont des idempotents qui ont le meˆme noyau
Kere′ = Kere′0 = Kerrβ ⊕M+ ⊕M−:
De plus l’application
m ∈ Imrβ 7→
0B@ rβmtβm
vβm
1CA
est un isomorphisme de Imrβ sur l’image de e′.
Comme d’autre part fe = ff ′f = e′f , l’application f induit un isomor-
phisme de eL sur e′M , dont l’inverse est induit par f ′. Enfin la restriction ϕ
de f a` 1− eL a son image contenue dans 1− e′M et ve´rifie l’hypothe`se
du the´ore`me: pour tout sous-groupe R de P , l’application ϕR est injec-
tive. Comme de plus L′ = 1 − eL est facteur direct de L, et isomorphe
a` L−, l’ensemble des R tels que L′R 6= 0 est contenu dans l’ensemble
des R tels que LR 6= 0, strictement car L′Q = L−Q = 0. L’hypothe`se
de re´currence montre que la restriction de f a` 1 − eL est une injection
directe. Alors f est la somme directe d’un isomorphisme et d’une injec-
tion directe. C’est donc une injection directe, ce qui prouve l’assertion 1 du
the´ore`me.
L’assertion 2 se de´montre de manie`re analogue: il suffit de montrer que si
f ′x L→M est un morphisme tel que f ′Q soit surjectif pour tout p-sous-
groupe Q de G, alors f ′ est une surjection scinde´e. Comme pour l’assertion
1, il suffit de conside´rer le cas ou` G = P est un p-groupe. Soient X et Y
des k-bases P-stables pour L et M respectivement.
Je proce`de par re´currence sur le nombre de sous-groupes Q de P tels que
MQ 6= 0. Si ce nombre est nul, le re´sultat est trivial, puisqu’une surjection
nulle est scinde´e.
Sinon soit Q maximal tel que MQ 6= 0. L’ensemble X est la re´union
disjointe de l’ensemble X0 des points dont le stabilisateur est conjugue´ de
Q, de l’ensemble X+ des points dont le stabilisateur contient strictement
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un conjugue´ de Q dans P , et d’un ensemble X−. D’ou` une de´composition
L = L0 ⊕ L+ ⊕ L− associe´e.
De meˆme, l’ensemble Y est re´union disjointe de l’ensemble Y0 des points
dont le stabilisateur est conjugue´ de Q dans P , et d’un ensemble Y−, et il
y a une de´composition M =M0 ⊕M− associe´e.
L’application f ′ peut alors eˆtre repre´sente´e par
f ′ =

r t v
s u w

et l’application f ′Qx L0Q ⊕ L+Q →M0Q est repre´sente´e par
f ′Q = rQ; tQ:
Cette application est surjective, donc l’application f ′QNP Q l’est aussi, et
comme tQNP Q = 0 par le lemme 2.9, l’application rQNP Q est sur-
jective. Alors r est une surjection scinde´e par la proposition 2.10. Donc il
existe un morphisme de kP-modules βx M0 → L0 tel que rβ = IdM0 .
Soit alors f x M → L de´fini par
f =
0B@ β 00 0
0 0
1CA:
Je pose
e = f ′ ◦ f =

IdM0 0
sβ 0

e0 =

IdM0 0
0 0

:
Il est facile de ve´rifier que e et e0 sont des idempotents, et que
e ◦ e0 = e e0 ◦ e = e0:
En particulier e et e0 ont meˆme noyau, et le morphisme
l ∈M0 7→

l
sβl

est un isomorphisme de M0 sur l’image de e.
De manie`re analogue, en posant
e′ = f ◦ f ′ =
0B@ βr βt βv0 0 0
0 0 0
1CA e′0 =
0B@ βr 0 00 0 0
0 0 0
1CA
les morphismes e′ et e′0 sont des idempotents, tels que
e′ ◦ e′0 = e′0 e′0 ◦ e′ = e′:
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Il en re´sulte que Ime′ = Ime′0 = Imβr. De plus l’application
n; b; c ∈ Kerβr ⊕ L+ ⊕ L− 7→
0B@ n− βtb− βvcb
c
1CA ∈ Kere′
est un isomorphisme.
Alors comme f ′e′ = ef ′, la restriction de f ′ a` e′L induit un isomorphisme
de e′L sur eM , qui est isomorphe a` M0. La restriction de f ′ a` 1− e′L a
son image contenue dans 1− eM , qui est e´gal a` M−. Comme l’ensemble
des R tels que M−R 6= 0 est strictement contenu dans l’ensemble des R
tels que MR 6= 0 (puisque M−Q = 0), l’hypothe`se de re´currence ap-
plique´e a` cette restriction montre que f ′ est la somme directe d’un isomor-
phisme et d’une surjection scinde´e, donc que c’est une surjection scinde´e,
ce qui termine la de´monstration du the´ore`me 1.3.
Ce the´ore`me admet la conse´quence suivante:
The´ore`me 2.12. Soit G un groupe fini et C∗ un complexe de kG-modules
de p-permutations, nul en un degre´ au moins (i.e., il existe n ∈  tel que
Cn = 0). Les conditions suivantes sont e´quivalentes:
1. Le complexe C∗ est un complexe acyclique scinde´ de kG-modules.
2. Pour tout p-sous-groupe P de G, le complexe C∗P est acyclique.
De´monstration. Soit n tel que Cn−1 = 0. La diffe´rentielle dn+1x Cn+1 →
Cn est alors un morphisme de kG-modules de permutations, tel que pour
tout p-sous-groupe P de G, le morphisme dn+1P est surjectif. Donc dn+1
est une surjection scinde´e de kG-modules.
Alors il existe des morphisme de kG-modules hnx Cn → Cn+1, et
hn−1x Cn−1 → Cn (le morphisme nul!) tels que
dn+1hn + hn−1dn = IdCn:
Or si m est un entier tel qu’il existe des morphismes de kG-modules
hix Ci → Ci+1, pour m− 1 ≥ i ≥ n− 1 ve´rifiant
di+1hi + hi−1di = IdCi ∀i; m− 1 ≥ i ≥ n
alors hm−1dmx Cm→ Cm est un projecteur dont le noyau est e´gal au noyau
de dm, puisque dmhm−1dm = dm. Donc Kerdm est un kG-module de p-
permutations. De plus, la diffe´rentielle dm+1x Cm+1 → Kerdm est telle que
pour tout p-sous-groupe P de G, le morphisme dm+1Q est surjectif. Donc
il y a un morphisme h′mx Kerdm → Cm+1 tel que dm+1h′m = IdKerdm. En
posant hm = h′mIdCm − hm−1dm, j’obtiens un morphisme de kG-modules
de Cm dans Cm+1 tel que
dm+1hm + hm−1dm = IdCm:
Par re´currence, un tel morphisme existe pour tout m ≥ n− 1.
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De manie`re analogue, la diffe´rentielle dn−2x Cn−2 → Cn−3 doit eˆtre
une injection directe, et une re´currence similaire utilisant l’assertion 1 du
the´ore`me 1.3 montre l’existence de hm pour tout entier m ≤ n − 1. Donc
le complexe C∗ est scinde´.
Corollaire 2.13. Soit f x C∗ → D∗ un morphisme de complexes de kG-
modules de p-permutations, tels qu’il existe un entier n avec Cn−1 = Dn = 0.
Alors les conditions suivantes sont e´quivalentes:
1. Le morphisme f est une e´quivalence d’homotopie.
2. Pour tout p-sous-groupe P de G, le morphisme f P est un quasi-
isomorphisme.
De´monstration. Le corollaire se de´duit du the´ore`me pre´ce´dent en con-
side´rant le coˆne K∗ de f , tel que Kn = Cn−1 ⊕Dn. Ce complexe est acy-
clique et scinde´ si et seulement si f est une e´quivalence d’homotopie, et le
complexe K∗P est le coˆne du morphisme f P. Il est acyclique si et seule-
ment si f P est un quasi-isomorphisme. Comme K∗ est un complexe de
kG-modules de p-permutations, nul en un degre´ par hypothe`se, le corol-
laire en de´coule.
3. PREUVE DU THE´ORE`ME 1.1
Soit G un groupe fini ope´rant de manie`re admissible sur un complexe
simplicial X. Soit C˜∗X le complexe de chaˆınes re´duit de X. C’est un
complexe de G-modules de permutations.
Si X est acyclique, il est en particulier acyclique modulo p pour tout p.
Donc le complexe M∗ = p ⊗ C˜∗X est acyclique. Si X est de plus de
dimension finie, le the´ore`me de Smith montre que XP est acyclique modulo
p. Or le complexe de chaˆınes re´duit de XP sur p n’est autre que M∗P.
Alors le complexe M∗ est un complexe scinde´ de pG-modules.
Alors le the´ore`me 1.1 re´sulte du the´ore`me suivant:
The´ore`me 3.1. Soit G un groupe fini et K∗ un complexe de G-modules
de permutations, borne´ dans le sens des diffe´rentielles, et acyclique. Alors les
conditions suivantes sont e´quivalentes:
1. Le complexe K∗ est un complexe scinde´ de G-modules.
2. Pour tout nombre premier p, le complexe p ⊗ K∗ est un complexe
scinde´ de pG-modules.
De´monstration. Il est clair que la condition 1 entraˆıne 2. Inversement,
si la condition 2 est vraie, alors il y a des morphismes de pG-modules
hnx p ⊗ Kn→ p ⊗ Kn+1
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tels que
dn+1hn + hn−1dn = IdKn:
Ces morphismes se rele`vent en des morphismes de G-modules hˆnx Kn→
Kn+1: en effet, le module Kn est un module de permutations, admettant
une -base stable Yn. Le morphisme hn est de´fini par une matrice mn a`
coefficients dans p, indexe´e par le produit Yn+1×Yn, et G-invariante. Pour
relever hn, il suffit de choisir un rele`vement mˆny ′; y dans  de mny ′; y,
pour y ′; y parcourant un syste`me de repre´sentants des orbites de G sur
Yn+1 × Yn, en prenant mˆny ′; y = 0 si mny ′; y = 0, et de poser ensuite
mˆngy ′; gy = mˆny ′; y pour tout g ∈ G.
Par construction, les morphismes hˆn sont tels que
ImIdCn − dn+1hˆn − hˆn−1dn ⊆ pKn
donc il existe des endomorphismes de G-modules ln de Kn tels que
IdCn − dn+1hˆn − hˆn−1dn = pln
Si cette e´quation est vraie, alors en particulier
pdn+1ln+1 = dn+1 − dn+1hndn+1 = plndn+1
et alors dn+1ln+1 = lndn+1 puisque les Kn sont sans torsion.
Donc il existe un endomorphisme l du G-complexe K∗ tel que l’identite´
de K∗ soit e´gale a` homotopie pre`s a` pl.
Soit E l’ensemble des entiers a > 0 tels qu’il existe un endomorphisme ϕ
du G-complexe K∗ tel que aϕ soit homotope a` l’identite´. Alors E contient
tous les nombres premiers par les remarques pre´ce´dentes, et de plus E est
stable par produit, car si
Id ' aϕ Id ' a′ϕ′
alors Id ' aϕ ' aa′ϕϕ′. Donc E contient tous les entiers naturels non-nuls,
et en particulier l’ordre g de G. Je suppose choisi un endomorphisme ϕ tel
que Id ' gϕ.
Le complexe K∗ est un complexe acyclique de G-modules libres
sur , borne´ dans le sens des diffe´rentielles. Il est donc acyclique et
scinde´ comme complexe de -modules. Il existe donc des morphismes de
-modules ψnx Kn→ Kn+1 tels que
IdKn = dn+1ψn + ψn−1dn:
En prenant la trace de 1 a` G de cette e´galite´, il vient
g IdKn = dn+1TrG1 ψn + TrG1 ψn−1dn:
Autrement dit le morphisme g Id est homotope a` 0 comme endomorphisme
du G-complexe K∗. Alors le morphisme gϕ, homotope a` l’identite´ par
construction, est homotope a` 0, ce qui montre que le complexe K∗ est un
complexe scinde´ de G-modules.
436 serge bouc
REMERCIEMENTS
Je tiens a` remercier Jean-Pierre Serre pour ses remarques et suggestions
ame´liorant et simplifiant la re´daction de cette note.
REFERENCES
1. W. Anderson and R. Fuller, “Rings and Categories of Modules,” Graduate Texts in Math-
ematics, Vol. 13, Springer-Verlag, Berlin, 1973.
2. S. Bouc, Re´solutions de foncteurs de Mackey, in “Group Representations: Cohomology,
Group Actions and Topology,” Proceedings of Symposia in Pure Mathematics, Vol. 63,
American Mathematical Society, Providence, RI, 1998.
3. J.-P. Serre, “Corps Locaux,” Publications de l’Institut de Mathe´matique de l’Universite´ de
Nancago, Vol. 8, p. 1296, Hermann, Paris, 1962.
4. P. Smith, Fixed points of periodic transformations, Amer. Math. Soc. Colloq. Publ. 27 (1942),
350–373.
